10 Kapitel 1. Einfiihrung - Definitiopind Beispiele

unsere Gleichung.

8. u=u(z,y)

Aus (Vu, Vu) = 0 folgt V

Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen sind durch die Gleichung im-
mer bis auf Kogstanten bestimmt. Diese miissen dann durch Anfangs- oder
Randbedingufigen bestimmt werden. In den Beispielen 6. und 7. haben wir
gesehen, dass Losungen partieller Differentialgleichungen noch frei wéhlbare
Funjetionen beinhalten. Aber auch diese kénnen bei geeigneten Anfangs- oder
‘Randbedingungen ermittelt werden.

+4 Die Warmeleltglelchung

Dicse Gleichung beschreibt die Wirmeausbreitung in Koérpern, modelliert
aber auch die Diffusion von Substanzen in gegebenen Bereichen. Sie wird
deshalb oft auch als Diffusionsgleichung bezeichnet.

Das betrachtete Ortsgebietsei Q € R®, z = (21, 2o, z3) € Q. AuBerdem spielt
die Zeit t > 0 noch eine Rolle. Gesucht ist

u = u(z,t) = u(zy, T2, 3, 1),
die Temperatur im Ortspunkt z € €2 zur Zeit t.

Physikalische Grundlage fiir die Warmeausbreitung in €2 ist das Fouriersche
Gesetz. Wir betrachten hier die Anderung der inneren Energie Qs — Q.
Diese Anderung ist gleich dem WirmefluB iiber die Oberfliche S in dieser
Zeit. Daher gilt

Q2 — Q) = /t /kVu dSdt = /t /k dsd.

Dabei ist v die Normale auf S. Der Wérmestrom ist also proportional zum
Temperaturgradienten. Diese Formel gilt fiir isotrope Korper. Das bedeutet,
dass die Warmeleitfahigkeit unabhéngig von der Ortsrichtung ist. Die Gréfie
k = k(x) heifit Warmeleitzahl.
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1.2. Die Wirmeleitgleichung 11

Herleitung der Warmeleitgleichung

Wir betrachten ein kleines Teilgebiet D C 2 im Zeitraum [¢;, ts]. Dazu ver-

wenden wir die Grofien:
c=c(z) spezifische Wirme
0= o(z) Dichte
v duBere Normale an S = 8D

Zunichst gilt fiir die innere Energie die Formel

Q) = / cou(z,t)dx
D
und daher ergibt sich

t2 ou
/ch(u(x, 752)—11(93,t1))clac:/t1 /Sk%det.

Wir nehmen an, da die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes erlaubt
ist und wenden diesen auf das Vektorfeld kVu an

/ch(u(:c,tg) —u(z, ty))dz = /:/Ddiv (kVu)dzdt.

Aquivalent dazu ist die Formulierung

t 14
/2/ cg— dxdt = /2/ div (kVu)dzdt,
t1 t1 D

woraus wir auf .
2
/ / cg— —div (kVu))dzdt = 0
t1
schlieBen. Aus der Beheblgkelt von ¢, ty und D folgt

CQ% = div (kgrad u) t>0,z€0

die Warmeleitgleichung. Ausgeschrieben:
ou 0 . Ou
— = kE—).
ce ot ; 81‘1 ( 8&51)
Ist 2 homogen, d.h. ¢, g, k sind von z unabhingig, dann gilt

cgau B RN

Wir transformieren ¢ = %t’ und erhalten

ou

ot
als Grundform der Warmeleitgleichung. Bei der Diffusionsgleichung steht u
fiir die Konzentration und k fiir den Diffusionskoeffizient.

= Au
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